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Resumen

El propdsito de este trabajo es estudiar diferentes aplicaciones del método de Boos-
ting en el contexto de aprendizaje de maquinas. Se abordan diferentes algoritmos
de Boosting para crear modelos aditivos tales como Adaboost y LogitBoost; po-
pularizados a finales de los anos 90 por su buen rendimiento. Se prueba que estos
algoritmos crean de forma iterativa un modelo de regresion logistica aditivo optimi-

zando localmente su funcion de costo correspondiente.

Asimismo, se presenta un caso general de Boosting dentro de un espacio funcional
(S,(,)). En este caso, se estudian algoritmos que no dependan directamente de la
funcion de costo asociada. Se define un funcional de costo y un diferencial de forma
discreta sobre el espacio de funciones. Estos nos permiten usar el método de descen-

so de gradiente para definir algoritmos de Boosting.

Por otro lado, se estudian algoritmos de Boosting para resolver problemas de re-
gresién lineal. Se estudian los algoritmos de LS-Boost(e) y FS, para resolver el

problema de minimos cuadrados:

. 1
LS: Ly=minLy(B) =5 lly - XAl13

st. BeRP,

donde la matriz X = [X1, ..., X,,] € R™? es la matriz de caracteristicas y y € R" es el
vector de respuesta. Se muestra que cada uno de estos algoritmos corresponde a una
instancia de descenso de subgradiente. Por consecuente, se derivan algunas propie-
dades de convergencia de los algoritmos. Por ultimo, se estudia una aproximacion

al problema de minimos cuadrados regularizado:

; 1
LASSO: L; ::mﬁln%ny ~ Xp|[3

s.a ||Bll1 < 6.
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Capitulo 1

Boosting en Clasificaciéon

1.1. Primeros Algoritmos

El primer algoritmo de Boosting se desarrollé en 1990 por Robert Schapire. La idea
de Schapire era mostrar que los algoritmos considerados como 'weak learners’ podian
mejorar considerablemente su desempeno entrenando mas clasificadores sobre los da-
tos ligeramente modificados. Se entiende de los 'weak learners’ o clasificador débil

como algoritmos de clasificaciéon con un rendimiento bajo.

La primera idea de Boosting consistia en agrupar tres modelos con el fin de poder
crear un voto mayoritario para clasificar problemas de dos clases. Para empezar, se
entrena un modelo &1 sobre Ni datos tomados de una muestra. Posteriormente, se
entrena un segundo modelo sobre una nueva muestra de N2 datos de los cuales la
mitad estan mal clasificados por k. Por 1ltimo, se entrena hz en una muestra de
N3 datos para los cuales hy y hy clasifican de formas distintas. Teniendo estos tres
clasificadores, podemos crear hpg,,s; como el voto mayoritario de los tres anteriores.
Intuitivamente, hpg,,s €s un mejor clasificador que cualquiera de los otros h;, tenien-

do en cuenta que cada h; tiene una eficacia mayor al 50 % vy, al entrenarlos, la mitad



de la muestra proviene de los errores del anterior.

Schapire concluy6 en "Strength of Weak Learnability’(1990) que cualquier weak lear-
ner se puede usar para crear un algoritmo bastante eficiente y proporcioné varios
métodos para convertirlos en algoritmos que consiguen alta precisién en sus predic-
ciones. Con el fin de estudiar ejemplos especificos, esta seccion estard centrada en

los resultados expuestos en [FHT00].

1.1.1. AdaBoost Discreto y Real

Definicién 1.1.1 (Modelos aditivos). Sean f, modelos y ¢, constantes definimos

un modelo aditivo F como
M

F(x)= ) enfu(®).

m=1

Unos de los ejemplos méas avanzados y précticos de algoritmos de Boosting son los
de AdaBoost: el Discreto y el Real. El principio de ambos algoritmos es crear una
familia de modelos. Cada modelo toma los errores de los anteriores y los prioriza
para entrenarse. Posteriormente, se anade cada modelo a una suma ponderada que
funciona para clasificar los datos de entrada. De esta forma, en cada iteracion se
construye un nuevo modelo que intenta predecir con mayor precision los datos que

el modelo anterior clasificaba de manera errénea.

Los algoritmos que vamos a presentar en esta seccién permiten identificar datos
dentro dos clases disjuntas. El conjunto de datos que vamos a denotar como S con-
tiene N elementos y cada uno de estos lo podemos denotar como una pareja (x,y)
donde x € R" y y € {—1,1}. Cabe aclarar que x es el vector de caracteristicas; en
cada componente puede tener un conjunto discreto de posibilidades y y representa
la clase a la cual pertenece cada dato. Ademas, cada uno de los datos va a tener
un peso asignado por una funciéon de densidad que denotamos como w(x,y) y que

llamamos funcién de pesos.



Definicién 1.1.2 (Esperanza condicional ponderada). Sea w una funcién de pesos,

definimos la esperanza condicional ponderada de h(x,y) como

Ey[h(x,y)|x] = E[w(x,y)h(x,y)lx].

De la misma forma, podemos definir la esperanza ponderada como

Ey[h(x,y)] = E[w(x,y)h(x,y)].

Algoritmo 1 Algoritmo de AdaBoost Discreto

Inicializar: A cada uno de los datos se le asigna un peso w; = 1/N parai=1,...,N.

Para m desde 1 hasta M hacer
Entrenar un modelo f,,(x) € {-1,1} teniendo en cuenta los pesos para cada
uno de los datos.
Calcular el error ponderado erty, = Ey [L(yzr))] = Xyl f () ey: Wi-
Calcular el coeficiente de precisién ¢, = In((1 — erry,) /erry,).
Actualizar los pesos w; para cada i, w; < w;exp(cnu Ly, 7))
Renormalizar los pesos para que ); w; = 1.
fin Para

Retornar el clasificador dado por sgn [2%21 Cmfm (x)].

Intuitivamente, el algoritmo de AdaBoost Discreto en cada iteracién entrena un
modelo y verifica cuénto es el error ponderado. Si este supera el 50 %, entonces con
el coeficiente de precisién cambian las predicciones y se obtiene un estimador con un
error menor al 50 %. Posteriormente, actualiza los pesos de tal forma que los datos

que estan bien clasificados van a tener menos influencia en la préxima iteracion.

La mayor diferencia entre AdaBoost Real y AdaBoost Discreto consiste en la familia



de funciones a las que pertenecen los modelos f,,. En AdaBoost Real, para cada x
tenemos que f(x) € R y nos va a permitir dar una estimacién de la probabilidad de

que x pertenezca a la clase y = 1 usando el modelo logistico.

Algoritmo 2 Algoritmo de AdaBoost Real

Inicializar: A cada uno de los datos se le asigna un peso w; = 1/N parai=1,...,N.

Para m desde 1 hasta M hacer
Entrenar un modelo p,,(x) = P, (y = 1|x) € [0, 1] que estime la probabilidad de

que x pertenezca a la clase y = 1 teniendo en cuenta los pesos para los datos.

Definir f,,(x) = % In (1{7;':&))

Actualizar los pesos w; para cada i, w; < w; exp(=y;fm(xi))).

Renormalizar los pesos para que ); w; = 1.
fin Para

Retornar el clasificador dado por sgn [Z%zl fn (x)]

Al final del capitulo se van a analizar el desempeno de estos dos algoritmos con

diferentes tipos de datos.

A continuacién, veremos que los algoritmos de Adaboost Discreto y Real pueden
interpretarse como procesos iterativos que adaptan una regresion logistica aditiva y

optimizan, a su vez, un criterio exponencial.

Definimos el criterio exponencial como J(F) = E(e Y¥®)) para cada modelo aditivo
F resultante de una corrida de los algoritmos. Este criterio nos permite medir la

eficiencia de cada modelo teniendo en cuenta que el objetivo es minimizar J.

Lema 1.1.3. E(e Y*'W) se minimiza en

F(x) = %m (M) _

P(y = -1lx)
Demostracion. Sea x € RP, queremos encontrar una funcién F(x) € {G : R? — R}
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que minimice E (e Y*®). Tenemos que (usando el teorema de Tonelli)

E(eVF0)y = Z / e‘yF(x)g(x,y)dx:/ Z eV Wg(x,y)dx,
xeQ

ye{-1,1} YRy Ty

donde g(x,y) representa la funcién de densidad conjunta.

Si fijamos x, podemos minimizar X ye(_1 1} e X g (x,y) para cada x con el fin de

minimizar la funcién objetivo E(e>F®). Ademds, podemos reescribir la esperanza

E(e_yF(x) |X) _ Z e—yF(x)g(x, Y) — 1 Z e_yF(x)g(X, Y),
ye{-1,1} gx(x)  gx(x) ye{-1.1}

y como x es fijo podemos tomar 1/gx(x) como una constante y, por lo tanto, mini-
mizar Yye(-1,1} e Y Mg (x,y) es equivalente a minimizar E (e Y™ |x). Si ignoramos

el término 1/gx(x) nos queda,

E(e®x) = P(y = 1|x)e ™ + P(y = —1|x)ef'™,

AE (e V™ |x) F

Y _P(y=1x)e W 4 P(y = —1|x)ef ™.
SF (v = 10e " + Ply = ~1])e

Buscamos F(x) tal que la derivada se anule, luego

—P(y=1x)eF® + P(y = =1|x)ef ™ = 0
= —P(y=1x)+P(y = —1|x)e2F(x) =0
= P(y = -1|x)e*™ = P(y = 1[x)

p2Fw _ PO =1k
P(y = —1}x)
( P(y = 1|x) )
P(y=-1lx))

—

1
=>F(x):§1n



El anterior lema nos permite ver que el minimizador de J(F) = ¢ ¥YF® viene dado
por la funcién inversa de la funcién logistica (o sigmoide) dividida entre 2 al evaluarla
en la probabilidad p(x) = P(y = 1|x). Equivalentemente podemos obtener un modelo

logistico despejando la ecuacién del lema. Nos queda que

e2F(x)
Py =1 =1 (1.1)

lo cual corresponde con el modelo logistico usual utilizado para modelar la probabi-

lidad de que ocurra un evento.

Teorema 1.1.4. Sea F :=I* el conjunto de funciones de X ¢ R" a I donde I es un
subconjunto compacto de R. Si tenemos que f € F y H : [ X X — R es una funcion
continua sobre su primera coordenada tal que H(f(x),x) > 0 para todo x € X y

f € F, entonces tenemos que
E[H(f"(x),x)] = E[gél’;lH(g(x),x)],

lo que equivale a
E[H(f"(x),x)] = E[minH(z,x)],

donde f* =argminE[H(f(x),x)].
fer

Demostracion. Empecemos por reescribir E[H(f*(x),x)] usando la definicién:
EUH(F().0) = | H(F (0. 5)dut).
De la misma forma,
ElminH (¢(3),)] = [ mintf(g(0).2)du).
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Tenemos que para cada x se cumple que H(f*(x),x) > minH(g(x),x) entonces,
g
E[H(f"(x),x)] > E[mgl'HH(g(X),x)]-

Para obtener la igualdad nos falta verificar que E[H(f*(x),x)] < E[minH(g(x),x)].
g

Supongamos que
E[H(f"(x),x)] > E[mgl'HH(g(X),X)],

[ H#G00du) > [ minti(s(0).00duto).
Esto implica que existe un abierto X c X en el que

/ HOF (). x)dua(x) > / minH (g (x), x)du(x).
X X 8

Definimos
arg minH(z, x), sixeX,
h(x) = zel
S (x) de lo contrario.

tenemos que h : X — [ estd bien definida porque para cada x la funciéon H(a,x) es
continua y a € I donde I es un conjunto compacto. Por el teorema de Weierstrass,
tenemos que siempre se alcanza el minimo de H.

Esto contradice el hecho que f* = argminE[H(f(x),x)] y por lo tanto
fef

E[H(f"(x),x)] < E[mgl'nH(g(X),x)]-

De esta forma, podemos concluir que

E[H(f"(x).x)] = E[minH(g(x),x)].



Este teorema nos dice que si los valores a los que llegan las funciones clasificadoras
son acotados y cerrados en R y la funcién objetivo es continua entonces encontrar la
funcién que minimiza la esperanza de la funcion objetivo equivale a encontrar el valor
de la funcién en cada punto minimizando la esperanza condicional. Es importante
tener en cuenta que el conjunto de funciones admisibles que estamos tomando es

extremadamente amplio y por esto llegamos a una igualdad.

Teorema 1.1.5. El algoritmo de AdaBoost Discreto crea un modelo de regresion

logistica aditivo minimizando J(F) en cada iteracion.

Demostracion. Supongamos que tenemos un modelo dado por F(x) y queremos
mejorarlo usando una funcién f(x) creando de esta forma un nuevo modelo F(x) +
¢ f(x) donde ¢ € R.(. Para mejorar el modelo queremos obtener un f* que minimice

J(F+cf). Es decir, f*= argmin J(F +cf) y por lo tanto se debe cumplir que
f:X—{-1,1}

J(F+cf") = m  J(F+
(Faeff) = min J(E+cf)

= min E[eYF*N)]
f:X—-{-11}

. y(Fef)) i
Y DN S
ye{-1.1}

f:X_’{ ‘1,1} /EX ( | ) ( | )

— { F(.X) Cf(x) — F(X) Cf(-x) —

Si tomamos H(f(x),x) = ef®*f®) p(y = —1|x) + e FO-</) p(y = 1|x) entonces
podemos usar el teorema 1.1.4 para pasar de una minimizacién global de la funcién

J(F + cf) a una local para cada x.

J(F+cf*):/

( min ¥ Py = —1|x) + e T2 p(y = 1|x) | dx,
xeX

ze{-1,1}



Veamos para que valores de z se minimiza e W+2 P(y = —1|x)+e F®=¢2 P(y = 1|x)

eF'®) pez P(y =-1|x) + e P gmez P(y =1lx) = Z e YF gy P(ylx),
ye{-1,1}

Si tomamos w(x,y) = e Y™ entonces podemos reescribir lo anterior como

E,[e7|x].

Teniendo en cuenta que la funcién exponencial es una funcién estrictamente creciente

y ¢ > 0 es un valor fijo, se sigue que el z que minimiza la expresion es arg min —

ze{-1,1}
E, [yz|x]. De igual forma, el z que minimiza la expresion es argmax E,, [yz|x].
ze{-1,1}
1, st Ey [ylx] = Pw(y = 1|x) = Py (y = -1|x) > 0,

Z =
-1, de lo contrario.

Con lo anterior, podemos definir explicitamente f*: X — {-1,1}

() = L si Ey[ylx] = Pu(y = 1lx) = Py(y = -1lx) > 0,

-1, de lo contrario.
Por tltimo, veamos que —E,, [yF(x)] = E,,[y - f(x)]?/2 -1

Ev[ly - f0)°1/2-1=Eu[y* - 2yF(x) + f(x)*]/2 -1
=E,[1-2yF(x)+1]/2-1
=2E,[-yF(x)+1]/2-1
=E,[-yF(x)]+1-1
=-Ey[yF(x)].

Cabe notar que f* maximiza E,[yF(x)], es decir que minimiza —E,,[yF(x)]. Por

lo tanto, tenemos que la soluciéon encontrada coincide con minimizar la diferencia



ponderada de cuadrados.

Lo encontrado anteriormente nos da una manera de determinar f* de tal forma
que se minimice la aproximacion de J. Aun nos falta encontrar el valor de c¢* y
la actualizacién de los pesos asignados a cada dato que denotamos como w(x,y).
Tenemos que c¢* es el valor que minimizar J(F + cf). Para encontrarlo, primero

definimos

err = Ey [L(yzr(x) ]
¢* = argminE,, [e Y/ M].
C

Ahora buscamos el ¢ tal que la derivada de E,,[e~Y/®] se anule.

AE,,[e~ V)]
dc
= —Ey[e Yy f(0)] =0

=0

— e “(1—err)—e‘err=0

1—err
— e2c

err

Tenemos que ¢ puede tomar valores negativos en el caso en el que el modelo tenga
una precision ponderada menor al 50 %. Ese caso, es equivalente a invertir todas
las predicciones de f(x) y tomar ¢ > 0. Combinando la eleccién de f y ¢ podemos

definir la actualizacién de F(x) en cada iteracion,

1 —err

F(x)<—F(x)+%ln( )f*(x)

err

La funcién w(x,y) = e Y*® también se actualiza de tal forma que siga siendo

10



coherente con la actualizacion de F(x).
W(x, y) — W(x, y)e—c*f*(x)Y_

Para poder encontrar la actualizacion descrita el algoritmo debemos usar que — f(x)y =

2X T (yerey —1

W(.X', y)e_c*f*(x)y = W(_x’ y)ec*(QXIL(yvff =1

— err

5 o ) (2XLiyzre) = 1))

1—err 1 1—err
= w(x,y) exXp In ( ) ]l(y;tf(x)) - 5 In ( )))

1 1
=w(x,y)exp|=1In (

err err
1—err 1 1—err
=w(x,y)exp |In ( p— ) ]l(y¢f(x))) exp (—5 In ( p— )) .

Como exp (-3 In (1222)) no varfa respecto a x ni y entonces acttia como una cons-
tante que se aplica de igual manera a cada peso. Por lo tanto, la actualizacion de

los pesos es equivalente a

1 —err

w(x,y) « w(x,y) exp (ln ( ) ]l(y;&f(x))) .

err

De esta forma encontramos una explicacién formal sobre cada una de las actualiza-

ciones dentro del algoritmo de AdaBoost discreto. O

Corolario 1. Al final de cada iteracion del algoritmo, la actualizacion de los pesos

hace que el error ponderado del ultimo clasificador sea de 50 %

Demostracion. Se sigue directamente del hecho que ¢* cumple que E,, [e Y ®@yF(x)] =
0. Los términos positivos corresponden a los datos clasificados correctamente y los
términos negativos a los datos clasificados de forma incorrecta, como la esperanza
ponderada es igual a 0 entonces el peso de los datos clasificados correctamente es

igual al de los datos clasificados erréneamente. O

11



Para continuar, la idea es expandir el espacio de funciones con el cual se estd tra-
bajando. Hemos trabajado con funciones que clasifican como -1 o 1. La idea ahora
es usar funciones que tomen valores reales. Al igual que para AdaBoost Discreto,
buscamos una forma de mejorar el estimador que teniamos previamente anadiéndole

una nueva funcion.

En cada iteracion del algoritmo de Adaboost Discreto tenemos que el tamano de la
actualizaciéon c¢* es igual para todos los x € X. A diferencia del anterior, el algoritmo
de Adaboost Real puede tomar diferentes valores para cada x € X, lo que se traduce
en ciertos casos en una convergencia mas rapida del algoritmo. A continuacién vamos

a ver el origen de las actualizaciones presentes en cada iteracién de Adaboost Real.

Teorema 1.1.6. FEl algoritmo de AdaBoost Real crea un modelo de regresion logistica

aditivo haciendo aproximaciones en cada iteracion para minimizar J(F).

Supongamos que tenemos un modelo F y queremos encontrar una funcién f : X — R
tal que J(F + f) < J(F). Para esto, vamos a minimizar J(F(x) + f(x)) en cada x.

Es decir, para cada x € X buscamos z € R que minimice J(F(x) + z).

J(F(x) +2)) = E[e YT We?|x]
= e e PPy = 1x) + €% @ P(y = —1|x)
=e “Py(y =1|x) + P, (y = —1|x).

Al igual que para el algoritmo discreto, la funcién de pesos viene dada por w(x,y) =

e YF®) Sj derivamos J(F(x) +z)) con respecto a z e igualamos a 0 nos queda

0J(F(x)+z)
0z Bl
—e*Py(y =1lx) +e*P,(y = —-1|x) =0
e“Py(y =—1lx) = e *Py,(y = 1|x)
e Py =110
Py (y =-1|x)

12
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=

1m(Puy=um)
2 " \Puly =11

De esta forma podemos definir f(x) en cada punto como:

f&):%m(Puy:uw).

Py (y = —1lx)

Para mantener la funcién de pesos como w(x,y) = e Y™ tenemos que actualizarla
de la siguiente manera

w(x,y) — wix,y)e ¥ .

Corolario 2. Si F(x) es optimo entonces tenemos que la esperanza condicional

ponderada de y es nula.

Dem: Si F(x) es éptima entonces

0J(F(x) _

o) E[-e¥"™y] = E,[-y] = 0.

Lo que nos dice este corolario es que cuando F(x) es 6ptimo los pesos de los datos
mal clasificados es igual para ambas clases y al ser F(x) el 6ptimo también tenemos
que debe ser pequeno. Si no fuera nula entonces todavia se podria mejorar la esti-
macién dada por F(x). Se sigue directamente de este corolario que si empezamos
con F(x) =0 y conocemos la funcién de probabilidad conjunta, entonces el algorit-
mo tendria una tunica iteracién porque después de la primera iteracién tendriamos

directamente que P,,(y = 1|x) = Py, (y = —1|x).

Para continuar, vamos a ver dos aproximaciones diferentes de Boosting en el mis-
mo contexto. A diferencia de los algoritmos de Adaboost, estos utilizan el método

Newton para minimizar la funcién objetivo.

13



1.1.2. LogitBoost y GentleBoost

Una pregunta interesante que surge al estudiar estos algoritmos es la escogencia de la
funcién objetivo a minimizar y la forma de optimizarlas. El algoritmo de LogitBoost
optimiza una funcién objetivo distinta a E[e ™ Y¥®] y aproxima los valores éptimos
usando el método de Newton en cada iteracion. Para contrastar y tener un buen
punto de comparacién, el algoritmo de GentleBoost optimiza E[e™YF™] usando el
método de Newton.

Con el fin de entender el transfondo de la funcién objetivo de LogitBoost definimos
y* = (y+1)/2 que toma los valores 0, 1 y ademds tenemos que la probabilidad de

que x € X pertenezca a la clase y =1 es

eF(x) eQF(x)

p(x) = F() 4 o-F() 14 o2F0)

Al igual que en (1.1) obtenemos el modelo logistico usual, la idea principal es ver
el problema de encontrar la funcién F de forma local para cada x. De esta forma,
buscamos el estimador de log-verosimilitud L(y*; p(x)) para cada x € X. En este
caso, tenemos una unica observacién y* para cada x y una distribucién de Bernoulli
con parametro p(x).

El estimador de log-verosimilitud es

L(y*; p(x)) =log(p(x)”" (1 = p(x))'™"),
L(y*; p(x)) =y"log(p(x)) + (1 - y*) log((1 - p(x))).

Lema 1.1.7. Tenemos que L(y*: p(x)) = (2y*F(x) — log(1 + > ®))

Demostracion. Para empezar veamos que se cumple cuando y* = 0,

L(0; p(x)) =log(1 - p(x)),

eQF(x)
L(0;p(x)) =log (1 - m) ;

14



L(0; p(x)) = log (%) ,

1 4 e2F(x)

L(0; p(x)) = —log(1 + €2F™),

Solo nos falta verificar que se cumple para y* =1,

L(1; p(x)) =log(p(x)),
e2F(x)
L1 p(x) = log( ) ,

1+ e2F)
L(1; p(x)) = log(e*"™) —log(1 + *),
L(1; p(x)) = 2F (x) — log(1 + €*')).

O
D.
50
_]_-
40 2
-3
g 30 2
g g 4
& g
20 =51
_5.
10
_]'-
0 -5 A
4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 @ 1 2 3 4
Fix) Fix)

Figura 1.1: Valores de las funciones de costos en funcion de F(x). A la izquierda se
encuentran los valores de e y a la derecha los valores de L(y*; p(x))
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En la figura vemos claramente porque se intenta minimizar el criterio exponencial
pero se busca maximizar la log-verosimilitud. Ademas, constatamos que el valor
absoluto del costo crece de forma exponencial en el primero y de forma lineal en el

segundo.

Teorema 1.1.8. El algoritmo de LogitBoost utiliza actualizaciones mediante el
método de Newton para ajustar un modelo logistico aditivo simétrico maximizan-

do la log-verosimilitud.

Demostracion. Vamos a utilizar el lema 1.1.7 a la hora de calcular las derivadas de
L(y*; p(x)) para poder simplificar los céalculos. Para simplificar la notacién vamos

denotar la funcion de costo de un modelo F como
EL(F) = E[2y*F(x) — log(1 + ¢*F¥)].

Supongamos que tenemos un modelo F y queremos encontrar una funciéon f : X - R
de tal forma que EI(F + f) > EI(F). Para esto vamos a condicionar con respecto a

x y calcular las primeras dos derivadas de EI(F + f) en f(x) =0,

_OEI(F(x) + f(x))

- df(x) £(x)=0
_OE[2y*(F(x) + f(x)) — log(1 + *FOI+/())) x]

- df(x) F(x)=0

|

s(x)

262F(X)

1 4 e2F()

=E [2);* -

=2E[y" - p(x)|x],

_ O*EI(F(x) + f(x))‘
- 02 f (x) F(x)=0

H (x)

_ 0s(x)
COf(x)lrm=0

282F(x)
-2 |-
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= —4E

e2F(x) 1
(1+2F®) (14 ¢2F) x]

=—4E[p(x)(1 - p(x))|x].
Se sigue que la actualizacién de Newton viene dada por

F(x) «F(x) — H(x) 's(x)
E[y* — p(x)|x]
2E[p(x)(1 = p(x))Ix]

R T e
F0 38 |t

=F(x) +

donde w(x) = p(x)(1 - p(x)) O

El algoritmo resultante es el dado en 3.

De forma similar al Algoritmo de LogitBoost, queremos entender el comportamiento
de Boosting si usamos el método de Newton para optimizar la funcién E[e¥F®)].
Veremos que las actualizaciones resultantes son acotadas. Esto reduce la variacion

del modelo y de ahi mismo viene el nombre de GentleBoost.

Teorema 1.1.9. El algoritmo de GentleBoost utiliza actualizaciones mediante el

método de Newton para minimizar E[e YF®¥].

Demostracion. Al igual que para el algoritmo de LogitBoost, calculamos las dos

primeras derivadas de E[e™?(F&)+/())]

AE[e Y FO+/ () x]
— — E[—eYF® ,
s(x) 37 =0 [—e ylx]
92 e~y F+f ()
H) = ZEL il = E[e™" ™).
2% f (x) F(x)=0

17



Algoritmo 3 LogitBoost
Inicializar: Se define F(x) =0

Inicializar: A cada uno de los datos se le asigna un peso w; = 1/N y una probilidad

estimada p(x;) =1/2
Para m desde 1 hasta M hacer

Para cada x; calcular el valor tedrico correspondiente:

S il AC2)
CopG) (1= p(x)

Para cada x; calcular su peso correspondiente w; = p(x;)(1 — p(x;)).
Ajustar la funcion f,(x) por medio de una regresién por minimos cuadrados
ponderados de los z; a los x; usando los pesos w;.
Actualizar el modelo F(x) « F(x) + % fn(x).
Actualizar las probabilidades de cada x;, p(x) « ef® /(ef®) 4 e=F (),
fin Para

Retornar Retornar el clasificador dado por sgn[F(x)] = sgn [Z%zl fn (x)].

Por lo tanto la actualizacién en cada iteracién es
E[-eFWy|x]
E[eFW|x]

=F(x) + E\, [y|x].

F(x) «F(x)+

donde w(x,y) = e ¥F™). O

A diferencia de los demas algoritmos presentados previamente, GentleBoost es mu-
cho mas conservador que los otros. Entre cada iteracién la diferencia de valores de
F(x) para un x fijo es menor o igual a 1. Esto permite que tenga un buen rendimiento

y por lo general no tenga problemas de estabilidad.
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Algoritmo 4 GentleBoost
Inicializar: Se define F(x) = 0.

Inicializar: A cada uno de los datos se le asigna un peso w; = 1/N.
Para m desde 1 hasta M hacer
Ajustar la funcion f,(x) por medio de una regresién por minimos cuadrados
ponderados de los y; a los x; usando los pesos w;.
Actualizar el modelo F(x) « F(x) + fi,(x).
Actualizar los pesos de cada x;, w; « w; exp(=yifn(x:)).
fin Para

Retornar Retornar el clasificador dado por sgn[F(x)] = sgn [Z,A,/llzl fn (x)].

19



1.2. Aproximacién Abstracta del Problema

A continuacién vamos a presentar algunos resultados presentados en [MBBF00] con
el fin de tener una forma general de crear algoritmos de Boosting. Consideramos que
tenemos datos de la forma (x,y) generados de forma aleatoria con respecto a una
distribucién de probabilidad desconocida D en X x Y donde por lo general X ¢ RV
y Y es un conjunto discreto o un subconjunto de R.

La idea, al igual que en la seccion anterior, es obtener algoritmos que sean combi-

naciones lineales de clasificadores y tengan la forma sgn(F(x)), donde

M
F()C) = Z Wmfm(x)’
m=1

los fi, : X — {£1} son clasificadores base de la clase ¥ y w,, € R representan los
pesos asignados a cada uno de estos clasificadores.

Definimos el margen de un dato (x,y) con respecto al clasificador sgn(F(x)) como el
producto yF(x). Dado un conjunto de datos S = {(x1,y1), (x2,¥2), ..., (xx,¥x)} con
k parejas generadas de forma aleatoria siguiendo la distribuciéon D. La idea principal
de los algoritmos es construir una combinacion de clasificadores con la forma de F(x)
tal que Pp(sgn(F(x) # y) sea pequena. Teniendo en cuenta que D es desconocida,
se usan los datos en § para encontrar una funcion que minimice el costo medio de
una funcién de costos C del margen. Esto es que, para un conjunto de datos S y una

funcién de costos C, queremos encontrar F* tal que:

k
H(G) = 7 > C(G(x)yy),
i=1
F*=argmin H(G).
GeF

| =

En este caso, H : ¥ — R representa el funcional de costos.

Una de las formas de producir combinaciones de clasificadores con pesos que opti-

miza F es por medio del descenso de gradiente en un espacio de funciones. Podemos
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escribir una manera abstracta de tratar este descenso de gradiente con un producto

interno que se acomode al espacio que usamos.

Para lo anterior, vamos a ver a todas las funciones f € ¥ y sus combinaciones F
como elementos de un espacio vectorial provisto con un producto interno (S, (-, -)).
Para este problema, tenemos que S es un espacio vectorial de funciones que contiene
a todas las combinaciones lineales de funciones en ¥, el cual notamos como lin(¥)

y su producto interno lo definimos como

k
(F,G) = > F(x)G(x), (1.2)
i=1
para todos F,G € lin(F).

1.2.1. Definicién del gradiente

Ahora supongamos que tenemos una funcién F € lin(F) y queremos encontrar una
funcion f € F tal que el costo H(F + €f) sea menor que H(F) para un valor
pequeno de €. Teniendo en cuenta que estamos considerando funciones del tipo
F : X c RY — R, estamos buscando la direccién f tal que H(F + €f) decrezca lo
mas rapido posible. Por lo tanto, la direccion que estamos buscando corresponde a

menos la derivada del funcional H en F, —VH(F), con

OH(F +1t1,)

VH(F)(x) := r n

(1.3)
Tenemos que considerar que la anterior derivada se define de forma discreta y para
cada x que no pertenezca a mis datos esta va a ser 0.

Veamos cuanto vale VH(F)(x) para un x fijo.

H(F +1tl,)(x) — H(F)(x)
t

VH(F)(x) = }in(l)
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— lim k Z _1 CUF +110) (x)yi) - 1 C(F(x)y:)

t—0 t
_ 5L CU(F +11,) (x)y:) — C(F(x)y:)
B tl—r>% kt '

Six # xj para todo j=1,...,k

Sk C(F(x)yi + t1,(x)y:) — C(F(x)y:)
kt
L C(F(xi)yi) — C(F(xi)yi)
t—0 kt

VH(F)(x) = }ir%

Six=x;paraalgin j=1,...,k

C((F +11,)(x;)y;) - C(F(x;)y;)

VH(F)(x) = h'm

kt
_ 1 C((F+t]lX)(xj)YJ) C(F(x;)y;)
k t— t
_ l C(F(x])y] +1y;) — C(F(x,)y;)
k t— t
11 C((F()Cj)+l)y]')—C(F(Xj)yj)
ki ¢
- %ij'<F<xj>y,->.

Cabe resaltar que se cumple la expansion en primer orden con respecto a € de la

funcién H.

Lema 1.2.1. Se cumple que H(F + €f) = H(F) + e(VH(F), f) + 0(€?).

Demostracion. Primero reescribimos la ecuaciéon como

H(F+ef)—-H(F)

=(VH(F), f) +o(e)
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Ahora podemos probar el lema,

>~

k

H(F+ef) ~H(F) = 1 Y CUF() + ef () (3i) = 7 > CFGxy)

i=1 i=1

k
= - > C((F(x) +ef (x))(¥:) = C(F(x:)ys).
i=1

?vl»—‘

Dividimos ambos lados por €

H(F+ef)-H(F) _ 1 Zk: C((F(xi) + €f (%)) (yi)) — C(F(x)yi)

€ k P €

_1 Zkl C((F(xi) + ef (x:)(yi)) = C(F(x)yi) f(xi)
k4 € J(xi)

Tomamos limite cuando € tiende a 0 y usamos el cambio de variable h; = €f(x;)

para cada término de la suma obtenemos,

HP+ef) = H(E) 1 10 CUFG) +ef () (30) = CF )y,

li—r}(l) € e—0 P €f(x,') f(Xi)
1 & CUF(x) +hi)(y0) — C(F(x)yi)
= % ; hlllino h; f(xi)
1 &
=+ D ¥iC (F)yi) f ().
i=1

Por otro lado, tenemos que,

k
(VH(F), f) = Y VH(F)(x)) f (x;)
i=1

H

k
= > YiC (FG)y)f ()
i=1
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k
% D ¥iC (F(x))y)) f (xi)-
i=1

Finalmente obtenemos el resultado deseado:

. H(F+ef)-H(F)

i

_ H(F+ef) —H(F)
€

= H(F +€f) — H(F) = (VH(F), f) + 0(€?)

= H(F +€f) = H(F) + (VH(F), f) + 0(€).

=(VH(F), f)

=(VH(F), f) + o(e)

Esto nos permite ver que VH(F) esta bien definido en (1.3) y podemos usar el méto-

do de descenso de gradiente en este contexto.

1.2.2. Algoritmos de AnyBoost

Para empezar, vamos a utilizar lo anterior para crear el algoritmo de AnyBoost. Este
toma un conjunto de funciones ¥ y busca un combinacion lineal F que minimice la
funcién de costos H(F). Para esto, buscan aproximar el valor negativo de la funciéon
dada por el gradiente VC(F). Lo tnico necesario es que la funciéon H : lin(¥) — R

sea diferenciable.

Podemos resaltar que el algoritmo 5 no tiene ninguna restricciéon en particular.
Para cada problema se pueden ajustar la funcion de costos, los posibles valores
de Y y el tamano del paso w,. Adema&s, notemos que el algoritmo para cuando
—(VH (F), fm+1) < 0. Por lo tanto, el algoritmo termina cuando la funcién f41

aumentaria el costo.

Para evitar el overfitting es posible reducir el espacio de funciones. En vez de traba-
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Algoritmo 5 Algoritmo de AnyBoost

Entrada: Sea L(F) un clasificador débil que recibe una funcién F € lin(¥) y
retorna f € ¥ que intenta maximizar —(VH(F), f).
Inicializar: Sea Fy(x) =0,

Para m desde 1 hasta M hacer
Jms1 — L(Fp).
Si —(VH (F,), fm+1) < 0 entonces
Retornar F,,.
fin Si
Escoger w,41.
Definir Fy41 = Fy + Wie1 fins1-
fin Para

Retornar Fj,q.

jar sobre lin(¥) podemos restringirnos a las combinaciones convexas de funciones
en ¥. Lo anterior lo logramos haciendo un pequeno cambio sobre la actualizacion
en el algoritmo de AnyBoost. Vamos a redefinir la actualizacién en cada iteracion

como Fy = aFy, + (1 — a) fiie1 para a € [0,1]. Veamos exactamente cuanto esta
variando la funcion en cada iteracion:

Fus1 = Fp = aFp + (1 = @) fps1 = Fn,
(1 _a')(fm+1 _Fm)-

Al igual que en el caso previo, se busca que —(VH (F,), fm+1 — Fn) sea estricta-

mente positivo para reducir la aproximacién lineal del costo. Nos queda el siguiente
algoritmo:
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Algoritmo 6 Algoritmo de AnyBoost Convexo

Entrada: Sea L(F) un clasificador débil que recibe una funcién F € lin(¥) y
retorna f € ¥ que intenta maximizar —(VH(F), f — F).
Inicializar: Sea Fy(x) =0,
Para m desde 1 hasta M hacer
Jms1 — L(Fp).
Si —(VH (F,), fm+1 — Fn) < 0 entonces
Retornar F,,.
fin Si
Escoger w,41.

Definir En+1 = Fm + M

> )
ey wil

fin Para

Retornar Fy,q.

Ejemplo de Anyboost

Para aterrizar un poco los algoritmos presentados previamente, los vamos a poner
en el contexto de AdaBoost discreto. Es decir, tomemos el conjunto ¥ := {f : X —

{£1}} y tomemos una funcién de costos

k

k
1 viF(x:
; C(yiF (x)) =+ Z e YiF (i),

i=1

H(F) :=

| =

Si calculamos el gradiente, nos queda que

VH(F six#x,i=1...m,
(F)(x) = S B o R
Tyie ,  Six=ux;.
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Con este podemos calcular el producto interno definido en (1.2):

k
~(VH(F), f) = = > yif (x)e ) (1.4)

i=1

x| =

La idea es encontrar un f que maximice (1.4). Para esto, f(x;) siempre va a intentar
tener el mismo signo de y; y busca tener valores mucho mayores cuando F(x;)y; < 0.

Si tomamos el peso asignado a cada clasificador como

1 (1 — err)
Wpet = =ln >

2 err

donde . SiF )
v ]1 . . e_ Yil'm\Xi
erT = z:l—l (yi#tFm(xi)) ) (15)
Zf_‘zl e~ YiFm(xi))

Entonces nos queda el siguiente algoritmo:

Algoritmo 7 Algoritmo de Ejemplo

Entrada: Sea L(F) un clasificador débil que recibe una funcién F € lin(¥) y
retorna f € F que intenta maximizar —(VH(F), f — F).
Inicializar: Sea Fy(x) =0,
Para m desde 1 hasta M hacer
fme1 — L(F),
Si Zl].‘zl Vi frui1 (xp)eYiFn() < 0 entonces
Retornar F,,.
fin Si
Calcular w,41.

Definir Fm+1 = F'm + Wm+1fm+1.

T
il

fin Para

Retornar Fyq.
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Es interesante ver la similitud entre este algoritmo y el de AdaBoost Discreto. Te-
niendo en cuenta que los pesos en el algoritmo de Adaboost Discreto vienen dados
por w(x,y) = eF® es ficil ver que el error en (1.5) es equivalente a Ey[1yzrm]-
Una de las diferencia radica en el modelo que entrenan en la iteraciéon m + 1: Ada-
Boost Discreto busca ajustar los y; a los x; usando los pesos w;, en cambio, este

Fnxi) g 1os x;. El primero entrena un algoritmo de

algoritmo busca ajustar los y;e ™
clasificacién y para el segundo se intenta predecir los valores y;e i) por lo que se
necesita un algoritmo de regresién. Para encontar una funcién en el espacio definido
previamente, se aplica la funcién de signo a la prediccion. Por consiguiente, vamos
a tener que los pesos estaran implicitos dentro del entrenamiento de la funcién.

La mayor diferencia estd en el criterio de parada del algoritmo. El algoritmo de
AdaBoost Discreto siempre hace todas sus iteraciones, en cambio, el algoritmo pre-

sentado se detiene si el error ponderado es mayor o igual al 50 %.

Por otro lado, si tomamos los w,, = 1 para todo m y permitimos funciones que tomen
valores en todos los reales, nos queda un algoritmo practicamente igual a LogitBoost.
Lo importante es darse cuenta que todas las actualizaciones de LogitBoost vienen
acompanadas del factor 1/2 entonces podriamos multiplicar el modelo resultante

por 2 y definir
1

1+ef®’

Con esto, recordemos que los z; en LogitBoost vienen dados por

p(x) =

S il AC2)
CpG (A= p(x)

Si y =1 entonces y* = 1 y nos queda:

I p(xi)
"opx) (1= p(x)
1
RTED
z=1+ €_F(x).
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Si y = —1 entonces y* = 0 y nos queda:

o= —p(xi)

"o p()(1 - p(x)
|

EEETES

zi=—(1+ef™),

El algoritmo generado busca predecir los valores y;e ¥ifm()  La diferencia estd en

que en LogitBoost los z; no toman valores en [—1, 1].

Con esto terminamos nuestro analisis de los algoritmos de Boosting para clasificacion

de dos categorias.
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1.3. Resultados

En esta seccion se mostraran los resultados obtenidos al probar los algoritmos des-
critos en la primera seccién. Se realizaron varios experimentos con diferentes tipos
de datos y clasificadores débiles. Es importante tener en cuenta que en la implemen-
tacion de los algoritmos se hicieron pequenas modificaciones para evitar problemas
numéricos y mejorar el rendimiento de algunos algoritmos. Estos cambios se concen-
traban en acotar los valores que pueden generar los algoritmos para las siguientes
iteraciones.

Para empezar, veremos el desempeno de los algoritmos para los siguientes datos en

dimension 2:

10

-5

—10 - 0 5 10 15

X

Figura 1.2: Se tomaron 10 nubes de datos y aleatoriamente se asignaron 5 nubes a
cada clase. En total se tomaron 1000 datos
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NUmero de modelos: 1 NUmero de modelos: 5

10

®
L ]
- -
'] se
o o
[ ]
°
L
=5 -5
10 5 0 5 10 15 10 =5 0 5 10 15
X X
Nimero de modelos: 10 Nimero de modelos: 100
°
A
10 10 J o
» ®
° [ ]
&
s " o%
: 5 b
L °
® @
- -
o 50 iy 5
0 0
® ®
® L ]
L %
-5 -
—i.U —I5 E) é 1‘0 15 —]I.CI —I5 6 5 1‘(1 15
X

X

Figura 1.3: Predicciones del algoritmo de AdaBoost Discreto teniendo en cuenta

unicamente los primeros 1,5,10 y 100 modelos. Usando como modelos de prediccion
arboles de decision con profundidad maxima igual a 1.
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0.40 e tatudhadheiuat bbbl Tain Error Discrete AdaBoost
’ Train Error Beal AdaBoost
e ain Error GentleBoost
0.35 4 —— Tain Error LogitBoost
= ain Error Random Forest
0.30
025 -
020 -
015 -
010 -
ﬂ'UE B T T T T T T
1] 20 40 B0 a0 100
— Jest Error Discrete AdaBoost
045 - T®st Error Real AdaBoost
— Jest Error GentleBoost
0.40 4 — st Error LogitBoost
—— st Error Random Forest
035 -
0.30 -
025 -
lll."
020 -
015 -
010 -
T T T T T T
1] 20 40 B0 a0 100

Figura 1.4: Resultados obtenidos al usar regresiones lineales para LogitBoost y
GentleBoost y arboles de decisién 1 en los demés algoritmos.
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040 A
— Train Error Discrete AdaBoost
0.35 4 Train Error Beal AdaBoost
’ —— Train Error GentleBoost
—— Train Error LogitBoost
0.30 - — rain Error Random Forest
025 4
020 4
015 |
010 1
005
T T T T T T
] 20 40 &0 B0 140
m——  Jest Ermor Discrete AdaBoost
045 - ®st Error Real AdaBoost
— st Error GentleBoost
0.40 4 — st Error LogitBoost
— Jest Error Random Forest
035
030 A
025 4
020 4
015 1
010 | £ =
0 20 40 &0 a0 100

Figura 1.5: Resultados obtenidos al usar arboles de decisiéon con profundidad maxima

igual a 1 en todos los algoritmos.
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0.14 1 e ain Error Discrete AdaBoost
’| :::::::""""""- Tain Error Beal AdaBoost
012 4 —— Train Error GentieBoost
—— Train Error LogitBoost
010 - = ain Error Random Forest
008
006 |
0.04 - A}
002
000 4
L] L] 1 1 1 1
] 20 40 &0 a0 100
016 - —— st Error Discrete AdaBoost
Test Error Real AdaBoost
014 - — Test Ermor GentleBoost
\ AAMAAAMAMAMAY — st Eror LogicBoost
013 4 —— st Error Random Forest

0.10 - |
0.08 -
0.06 - \
0.04 4 %ﬁ. \ @ B
0 20 40 60 80 100

Figura 1.6: Resultados obtenidos al usar arboles de decisién con profundidad maxima
igual a 3 en todos los algoritmos.
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Los anteriores resultados muestran la importancia que tiene la familia de clasificado-
res que escogemos para construir nuestros modelos. Para los ejemplos estudiados los
algoritmos de LogitBoost y Adaboost Discreto fueron los que obtuvieron mejores re-
sultados. Ademas, comparando los algoritmos obtenidos con un Random Forest con

100 arboles vemos que en su mayoria, los resultados obtenidos son iguales o mejores.

Ahora generamos los datos de cada clase con una distribucién normal bivariada.
La primera esta centrada en (1,1) y su varianza es la matriz identidad I. La otra
estd centrada en (3, 3) y su varianza es 2/. En este ejemplo no usamos el algoritmo
de Random Forest como punto de comparacion, en cambio,calculamos la funcién

tedrica presentada en 1.1.3.

Figura 1.7: Datos generados con las distribuciones normales descritas previamente
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018

Tain Error Discrete AdaBoost
Tain Error Real AdaBoost

0.16 1 —— TFain Errer GentieBoost
= Train Error LogitBoost
014 | = Train Error Tedrico
012 4
Ry

Y

0104 ANVWAMAAAANAA
L

0.08 4
0.06 4

T T T T T T

o 20 40 B0 80 100
018 4 = Test Error Discrete AdaBoost

) —— Test Errar Real AdaBoost
= Test Error GentleBoost
016 = Test Ermor LogitBoost
) —— Test Error Teodrico

014 4
012 |
010 4

Figura 1.8: Resultados obtenidos al usar arboles de decision con profundidad maxima

igual a 1.

Vemos que Algunos algoritmos son capaces de obtener mejores resultados de en-

trenamiento que el clasificador tedrico, pero, como era de esperarse el clasificador

o 20 40 0
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tedrico es mejor para predecir un conjunto de datos nuevo.
Por otro lado, si aumentamos la dimension de los datos, el tiempo de ejecucion de

los algoritmos aumenta de forma lineal y se obtienen resultados similares.

0.25
0.20
—— Train Error Discrete AdaBoost
0.15 4 - Train Ermor Real AdaBoost
——— Train Error GentleBoost
= Train Error LogitBoost
01D A —— Train Errer Randoem Forest
0.05
0.00 4
0 20 40 60 80 100
0.32
0.30
0.28
Test Error Discrete AdaBoost
026 4 st Error Real AdaBoost
Test Error GentleBoost
0.24 4 Test Error LogitBoost
Test Error Random Forest
0.22
0.20
0.18

Figura 1.9: Resultados obtenidos al usar arboles de decision con profundidad maxima
igual a 3 sobre datos en dimensién 100
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0.40
0.35 ~
0.30
= Train Error Discrete AdaBeost
0.25 4 ——— Train Error Real AdaBoost
0.20 - = Train Ermor GentleBoost
’ = Train Ermor LogitBoost
015 4 = Train Error Random Forest
0.10
0.05 4
0.00 4 T T T T T T
0 20 40 B0 B0 100
0.45
0.40
= st Error Discrete AdaBoost
Test Error Real AdaBoost
0.35 4 —— Test Error GentleBoost
= Test Error LogitBoost
= 25t Error Random Forest
0.30
0.25
T T T T T T
0 20 40 B0 B0 100

Figura 1.10: Resultados obtenidos al usar drboles de decisién con profundidad méaxi-
ma igual a 3 sobre datos en dimensién 100
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Capitulo 2

Boosting en Regresion Lineal

En el capitulo anterior vimos algunos algoritmos de Boosting que nos permiten opti-
mizar nuestra funciéon objetivo dentro de un espacio de funciones para clasificacion.
La idea ahora es estudiar algunas aplicaciones de Boosting en regresiones lineales
que se desarrollaron en [FGM17]. Por cuestiones de notacién y simplicidad, en este
caso no vamos a ver los datos como parejas (x;, y;), en cambio vamos a escribirlos en
forma matricial. De esta forma, si tenemos n datos cada uno con p covariables los
vamos a representar en la matriz X = [Xy,...,X,] € R™” y un vector de respuesta
y € R". Vamos a asumir que cada una de las covariables X; esta centrada de tal
forma que su media sea nula y su norma ¢y unitaria. De igual manera, la media
del vector de respuesta y es nula. Cabe aclarar que las suposiciones anteriores no
son una restriccion de los problemas alcanzados, en cambio, se pueden ver como un
pre-procesamiento necesario de los datos. Ademas, tenemos un vector de coeficien-
tes B € RP que usamos para predecir los valores de la regresion calculando XS y
r =y — Xp es el residuo. El problema que queremos resolver consiste en encontrar

un B que optimice una funcién objetivo.
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Propiedades del problema de minimos cuadrados

La funcién que vamos a intentar minimizar es la norma de las diferencia al cuadrado.
Veamos algunas propiedades que se tienen sobre esta funcién de minimos cuadrados

denotada como LS.

; ) 1
LS: L =min L,(B) = Elly - Xp||3 (2.1)

s.a. BEeR?,

En este caso, L, : R" — R es nuestra funcién de costo. Se estd tomando el valor
medio de las diferencias entre las predicciones y los valores de y al cuadrado. Como la
funcién viene dada por una norma entonces los 8 que solucionan (2.1) cumplen que

el gradiente de la funcién se anula. Es decir, si 8 es una solucién de (2.1) entonces
* 1 T * 1 T x
VL,(B") =—=X (y-XB)=—X"r"=0. (2.2)
n n
donde r* =y — XB*. Ademads usando (2.2) tenemos que

. = T = 3 I'x.
n-IVL,(8)|lw ||X r||<>o jeI{Illﬁ)fp}{lr Xj|}. (2.3)

El primer algoritmo de Boosting en regresion que vamos a presentar es el de Boosting
de minimos cuadrados(Least Squares Boosting). El algoritmo construye un vector de
coeficientes usando una suma de M vectores canénicos multiplicados por un escalar.
Para esto el algoritmo actda de forma greedy. Empieza con el vector nulo 8% v en
cada iteracién busca el indice j; de la covariable que mejor disminuye el residuo

rk =y — XB*. Para encontrar ji, se calcula en cada covariable la constante i, :

ueR

n
Uy, = arg min ( (fl{C — x,-mu)Q) ,
i=1
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y se escoge el indice que minimiza el error cuadratico, en caso de existir varios indices

que alcanzan el minimo se escoge uno al azar.

n
. . N ~ 12
Jk € argmin (F; = Ximtlm)“ |,
1

Ism<p \Z

Posteriormente, el algoritmo actualiza la componente ji del vector de coeficientes
utilizando el tamano del paso (o factor de contraccién) & > 0. De esta manera,
tenemos que en cada iteracion la actualizacién del vector de coeficientes varia tini-
camente en la componente j; de la siguiente forma: ,éf:l — ,BAfk + i, . Nos queda

el algoritmo presentado 8.

Un algoritmo muy cercano a LS-Boost(g) es el algoritmo de Incremental Forward
Stagewise Regression (FS;), este algoritmo toma el indice j; de la covariable mas re-
lacionada con el residuo #* y actualiza el vector de coeficientes con un paso constante

de tamano €:

Jk € arg méx|(fk)TXj|,
je{1,....p}

pk+1 ak ~k\T
ﬁj: <—ﬁjk+ssgn((r )" X

Naturalmente podemos hacerle una pequena modificacién al algoritmo de FS, pa-
ra que tome una sucesion de tamanos de paso {egr}. Con esto las actualizaciones

tendrian la siguiente forma:

Jr € arg max|(F) X,
je{l,....,p}

Bt — B5 +ersgn((#)"X,,).

a este algoritmo lo llamamos FS,, . Se sigue que podemos ver LS-Boost(g) se puede
ver como un caso especial de F'S;, donde el tamano del paso & viene dado por

&L = €l sgn((fk)TXjk).
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Algoritmo 8 Algoritmo de LS-Boost(e)

Entrada: Fijamos la tasa de aprendizaje &.

Inicializar: B° =0
Inicializar: 7* =y
Para k desde 1 hasta M hacer

Calcular para cada covariable:

n
i, = arg min (Z(fik - ximu)Q)

ueR

Encontrar:

n
Jx € arg min (Z(flk —ximﬁm)z)

Hacer las siguientes actualizaciones:

Ak+1 Ak ~
’Bjk - 'Bj'k +EUj,
~k+1

r — ik

—eXj U,

fin Para

Para constrastar los algoritmos previamente presentados, vamos a tomar en cuenta
el problema de Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). Lasso es
un problema de regresion que se caracteriza por realizar regularizacién de forma
explicita y encontrar cuales son las covariables mas influyentes. Vamos a usar la

siguiente versién de Lasso:
* ; 1 2
Lasso: L, s I:H}Blnglly - X35, (2.4)
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s.a [|B[l1 < 6.

En este caso 6 > 0 representa el parametro de regularizacion. La idea de este es
poder robustecer el problema y tener en cuenta unicamente las covariables mas
importantes. Los algoritmos de Boosting presentados previamente también usan
una regularizacion pero esta se hace de forma implicita por medio de los parametros
ey M. La regularizacién presentada en Lasso se hace de forma explicita y se reduce
el espacio de soluciones a los vectores en R” que tengan norma ¢; sea menor o igual
a d. A continuacién vamos a ver propiedades computacionales de los algoritmos de
LS-Boost(g), FSg, FSg, v posteriormente un algoritmo que nos permite resolver el

problema de Lasso usando métodos de Boosting.

2.1. Propiedades de LS-Boost(¢)

Lema 2.1.1. Si Bis es una solucidn de (2.1) entonces tenemos que
~ N 2 N .
X5 - Xpus|l, = 20 (La(BY) - 1)

Demostracion. Para la prueba vamos a utilizar dos propiedades directas de (2.2)
que nos dicen que (XB,y — X,éLS) = 0 para todo B € R? y L} = %(y,y - X,éLS).
De igual manera, tenemos que #¥ = y — X y podemos incluirlo en el término de la

izquierda de la siguiente forma

X8* - Xpusll, = [XB* -y +y - Xprs|ly = |- +y - Xpus|l,

= (—F +y - XBrs, —#* +y - XBLs)

= (F*, 7% = (Fy — XBrs) + (v - XBLs, —#* +y — XBLs)
2 - 2%,y — Xprs) + |ly - Xpus|;
s - 2%,y — XBrs) + |ly - Xpus|l;

43



= | fk”; -2y - XB"y - XBrs) +|ly - X,BLSHZ
= I#*]s — 26y, ¥ — XBrs) - 2XB .y — Xprs) +|ly - Xbus|;
— o (L,,(Bk) oL+ L;;)

=20 (La(B") - 1)

Teorema 2.1.2. Consideremos el algoritmo LS-Boost(e) con tasa de aprendizaje
e € (0,1], definimos Apmin(:) como el valor propio positivo mds pequeno de una
matriz y con este la tasa de convergencia lineal y

yi=11 < 1.
4p

Sea Brs una solucion de LS (2.1), tenemos que para todo k > 0 se cumplen las

stguientes cotas:

1. (Error de entrenamiento): Ln(ﬁk) -L: <4 ||XBLS||§ yh

n = 2

2. (Vector de coeficientes) Existe al menos una solucion ,BAES de LS tal que

XBrs|l, A2,
Apmin (XTX)

Ak ak
18 - BLsll, <
Se usa el superindice k en ,BES porque la solucion correspondiente puede cam-
biar entre iteraciones.
3. (Predicciones) Para toda solucion Brs se cumple

X5 = XBrsl, < [XBrsl, - */*.
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4. (Norma del gradiente)

A 1 1 N
IVLa BN = - KT, <~ XBrsl, - v*2.
n n

5. (Norma €y del vector de coeficientes)

I Rl e LS
< min VBl s -3 Sl (1 00)|

6. (Esparcimiento de los coeficientes):

La cantidad de coeficientes diferentes de 0 es menor o igual a k.

|

Demostracion. Para empezar la prueba, hagamos algunas observaciones sobre las
actualizaciones que ocurren en cada iteracién del algoritmo. Cada uno de los i,
se puede calcular de forma explicita como i, = X1, r{‘xim = (r*)TX,,. Con esto la

actualizaciéon del algoritmo se puede reescribir como
Ak+l _ ok \T
=1t —¢ (r ) X | X,

Vamos a probar 1. Tenemos que

1

. 1 A 2 . 2
Ln(ﬁk+1) — % ”y _ X,Bk+1||2 — % | rk+1||2

2

Lk i\
=5 | —8((r) ka)Xjk )
2
Loyargz _ L \' Lo (k)"
= I 2‘58((”) X) + 5t | (7) X

a1 T\
= L,(8") - 3-5(2- 2) ((fk) Xjk) (2.5)

A 1 A
= Lu(B) - 5-e(2 = ) VLAY
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Restamos L; a ambos lados,
5 * 2 * n 2 2
La(B) = Ly = La(B*) = Ly, = 522 = &) [VLu (B9, - (2:6)

La idea es usar el teorema (A.1.2) usando que L, es una funcién cuadratica convexa,

para esto la reescribimos como

1 2 1 1 1 1
La(B) = oIy = Xpll, = 58 (;XTX)ﬁ -5 (v'X) B+ 5 lvli3:

Por el teorema tenemos que

\//lpmin (%XTX) (Ln(B) - LZ) _ \//lpmin (XTX) (Ln(ﬁA) - LZ)
5 .

VLB, > L

Y por lo tanto

pmin (XTX) (Ln(ﬁ) - L;kl)
2np

1 A
IVL.(B)I1Z = > IVL.(B)I3 = , (2.7)

usando la desigualdad (2.7) en (2.6) nos queda que

~ £(2 = €)Apmin (XTX)
4p

La(BY) — 1, < (LY - L;) (1 ) = (La(BY - L;) - 7.

Con esto tenemos una forma recursiva de relacionar (Ln (8% - L;kl) y (L,, (BF+) — LZ)
Nos falta calcular el caso base para obtener una desigualdad general. Tenemos que
L,(B% = L,(0) = 2—1n||y||% y de (2.2) tenemos que si Brg es una solucién de LS
entonces (y, XBrg) = ||Xﬁlg||§ Se sigue que

- | 1 A2
Lo (8°) - Ly = 319113 = - Iy - XAus]s
1 1 n A2
= = lv113 = 5 (I¥113 - 25" X s + [Xpus ;)

1 1 52
= -l - 5 (113 - [XAusl;)
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1 A2
SN
Por 1ltimo, usando el principio de induccién podemos concluir que
A * 3 * 1 ) 2
Lo (B*) = i < (La (%) - 2) - ¥* = 5 [XBrs] - v*. (2:8)

Para probar 2 vamos a usar la primera desigualdad del teorema (A.1.2) y el punto

anterior (2.8). La desigualdad nos dice que

\/2 (£a(8 - 1) \/2n (£a(89 - ;)
Vo OXTX) s (X7X)

B = Busll, <

Se sigue que

D) A
XBrsl; - v* B IXBrsll, k/2

= -ytE,
A/Apmin (XTX) A/ Apmin (XTX)

Al igual que en el punto anterior, para probar 3 usamos el lema (2.1.1) y la des-
igualdad (2.8). Nos queda

ﬁAk - BLS”Q <

I8 X, =2 (La(8) - )

1 N
<2 sl

<[[Xpus, - v

Para probar el punto 4, usamos el vector g¥ := ,ék +1ijej,. Usando la definicion de

L, yqueu;, = (fk)TXjk tenemos que
L, < Ly(B")
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A 1 . N Ly
<= La(B") = ~ (P Xy, + o= e

A 1
k ~2
< Ln(ﬁ ) - %ujk'
Usando (2.3) y (2.8) nos queda que
a2, < 2n (Ln(,ék) - L;';)

|oo = |ﬁjk| < \/Qn (Ln(fék) - LZ) (2.9)
n- VLBl = X" (PO, < [IXBrs], - v/

1 | A
IVLa (Bl = — X7, < = [[XBus]l, - ¥*2.

I

La propiedad 5 se divide en dos desigualdades. Para la primera, vamos a usar (2.1.1)

y (2.5). Tenemos para i =0,..., k —1 que

X5 - XBus|l, = 2n (La(B) - L)

- Xl = 19 - 1)
Entonces,
X6 - Xpusly - X6 - Xpusl, = 21 (La(B) - La(B™)

=e(2-¢) ((fk)T Xjk)2

=¢e(2- 8)&?}(.
Se sigue que
2 S ~2 50 5 2 k5 2 A2 N 2
(26-22) > @2 = X - us)lly - [XB* = Bro)lly = [XBuslls - [XB* = us)ll-
i=0

Por lo tanto, con la desigualdad de Cauchy-Schwartz nos queda
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I*

|, <|l(edjg. ..., &i;,)]]

< \/%8||(ﬁjo7 s ’I:i].kfl)”Q

= VE\ 5]l - [XBus - X84,

9¢

Para la segunda desigualdad, vamos a usar (2.9). Nos queda

k-1
1€ Z |ﬁji|
i=0
~ k_l .
< &|[XBusll, p v
i=0

1— 7,1</2)

< & [ XBus], NE (

[k

1—7k/2).

Por tltimo, la propiedad 6 viene del hecho que B° := 0 y en cada iteracién a lo sumo

una coordenada deja de ser nula. O

La mayoria de propiedades del teorema anterior estan relacionadas con el valor vy,

este se define como la tasa de convergencia lineal. Si definimos (X7 X) := m
pmin
entonces podemos escribir y = 1— 4,‘58&8))() . Para entender mejor los valores que puede

tomar vy tomamos el vector propio 8, asociado al valor propio més grande de X' X y
usamos que || X|[;2 = max || X2 = max (||X1||2 e ||Xp||2). De esta forma, nos

BBl <1
queda que

IXBall5 B DA
1815~ lIBall3

0< Apmin (XTX) < Amsx (XTX) = < p,

tenemos que ||X||% , = 1 porque todas las columnas de X estdn normalizadas y por

la desigualdad de Cauchy-Schwartz ||8]l1 < 4/PllBall2. Por lo tanto, nos queda que
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k (XTX) € [1,00) y y € [0,75,1,0). Es importante notar que y < 1 sin importar cual

sea el conjunto de datos que estamos usando.

El teorema anterior no permite encontrar garantias computacionales del algoritmo
antes de correrlo. Podemos calcular explicitamente el parametro v y escoger el k
para que se cumpla la cota deseada. La primera converge linealmente junto con el
pardmetro y para I y para los puntos 2 a 4 con el parametro 4fy. Por lo anterior,
las cotas tienden a 0 cuando k — oo. Otro punto importante del algoritmo anterior
es que no necesita que la matriz X’ X sea definida positiva. Si el valor propio més
pequeno es nulo, de igual manera se tiene una convergencia global. Esto se debe a
que los valores de la funcién de minimos cuadrados L,(-) son invariantes dentro del
espacio nulo de X. En la siguiente seccion cambiaremos la perspectiva con la que

nos estamos aproximando a los problemas y vamos a tener en cuenta los residuos.

2.2. Boosting como descenso de subgradiente

El propdsito de esta seccion es ver los algoritmos previamente presentados como
diferentes instancias del método de descenso subgradiente para el problema de mi-
nimizar la norma infinita de la correlacién entre los residuos y los predictores(datos
utilizados para predecir). La idea principal es cambiar totalmente la perspectiva con
la cual se esta aproximando al problema. A partir de ahora vamos a pensar princi-
palmente en los residuos.

Para esto, definimos Pyes := {r € R" : r =y — X para alginfB € RP} que denota el
espacio afin asociado a los residuos. En el caso especial que P sea un espacio
lineal, esto implica que existe un 8 € R? tal que y = XB. Consideremos el siguiente

problema de optimizacion:

Minima Correlacién (MC) :  f* :=min f(r) := ||XTr||<>o (2.10)
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S.t. ¥ € Preg .

Algo importante a tener en cuenta es que en este problema la variable a optimizar es
el residuo r a diferencia de los otros problemas en los que optimizabamos el vector
de coeficientes .

Recordemos que las columnas de X tienen norma € unitaria, por lo tanto, f(r)
representa la mayor correlacion entre el vector de residuos y y los predictores. Al
utilizar (2.2) con r = y — X, podemos ver que B es una soluciéon de LS si y solo
si XTr = 0, por lo que f(r) = ||XTr||oo = (0 para el vector de residuos r implica que
es el vector de residuos de una solucién del problema (2.1) y r = frg =y — XELS.
Dado que f(r) > 0 para todo r € Pyes entonces se sigue que f* =0y Frg es una
solucion de MC. Con lo anterior, tenemos que el problema de MC es un problema

de optimizacion que soluciona el problema de minimos cuadrados.

Proposicion 2.2.1. Si consideramos el algoritmo de descenso de subgradiente pre-
sentado en (A.2) con los tamanos de los pasos dados por la secuencia {ay} para
resolver el problema de minima correlacion (MC) (2.10), empezando con #* = y.

Entonces:

a) el algoritmo de FS; es una instancia de descenso de subgradiente con pasos

constantes ay := & en cada iteracion.

b) el algoritmo de FSg, es una instancia de descenso de subgradiente con pasos

de ay := e en la k-ésima iteracion.

c¢) el algoritmo de LS-Boost(g) es una instancia de descenso de subgradiente con

tamanos de paso de ay =& |ﬁjk| en la k-ésima iteracion.

Demostracion. Empecemos por probar a), tenemos que en cada iteraciéon de FS; las

actualizaciones de los residuos vienen dadas por:

T
Pl = ik _ g sgn ((f") Xjk) X;,.
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La idea es mostrar que g* := sgn ((f" )T X jk) X, es un subgradiente de la funcién ob-
jetivo f(r) = ||XTr||oo en el punto r = 7%, En la k—ésima iteracion, el algoritmo de F'S,

actualiza la componente jx € arg méx;e(1, . p) ‘( ¢ |y sgn (( )TXjk) ((fk)TXjk) =

.....

[XT (7%)||.- Se sigue que para todo r € Pyes se cumple que

oz () %) (%07

s (7)) (%" (747 =)

=[x () s () ) (0 (=)
=7 () s (74) ) (050" (=)
() () 3 (x_,k))T (- ).

Se sigue de la definicién de subgradiente en (A.1.4) que g* es un subgradiente de f(r)

en el punto r = #*. De esta forma, la actualizacién /! = #¥—g-sgn (( k)T Xjk) X, se

puede ver cémo K =k —ggk con gh € A f (r ). Por tltimo, veamos que =
Pres :
rAk+1 — rAk _ Sgk
— ok k
=y-Xp" &g

. T
:y—X,Bk—g-sgn((fk) Xjk) X,
. T
:y—X(ﬁk—s.sgn((fk) Xjk)ejk)

=y - X(8").

tenemos que K1 e R? y por lo tanto Mp,. (F) =ikl e P .

La prueba de b) es andloga a la prueba de a) tomando el tamanio del paso en la
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k-ésima iteracién como @ = g. De igual manera, podemos ver LS-Boost(g) como

un caso especial de FS,, donde &y := &t j sgn ((fk)TXjk). ]

La proposicién anterior nos permite ver a los tres algoritmos F'S., F'S;, y LS-Boost ()
se pueden ver como instancias del método de subgradiente para resolver el proble-
ma MC (2.10). Ahora la idea es ver algunas propiedades computacionales que se
siguen de la interpretacién de F'S; como una instancia del método de descenso de

subgradiente.

Teorema 2.2.1. Consideremos el algoritmo de FS, con taza de aprendizaje €. Sea
k > 0 el numero total de iteraciones, entonces existe al menos uni € {0,...,k} para

el cual se cumplen las siguientes cotas:

. 2 2
. iy . X3
1. (Error de entrenamiento): L,(B') — L) < 2nﬁpmif(XTX) ||8(k1181|)|2 +e
2. (Vector de coeficientes) Existe al menos una solucion ﬁA’LS de LS tal que
s2
RN (L
ESI2 = 0 min (XTX) | &(k +1)
3. (Predicciones) Para toda solucion Brs se cumple
||Xﬁ’ _Xp ” < VP ”XﬁLS“; te
Fsll2 = e(k+1) |

Apmin (XTX)

4. (Correlacidn)
s
Al

T Al
|m'ww—2dk+n+2'

O

. (Norma € del vector de coeficientes)

167, = ke,
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6. (Esparcimiento de los coeficientes):

La cantidad de coeficientes diferentes de 0 es menor o igual a k.

Demostracion. La prueba de este teorema es muy similar a la prueba de 2.1.2, se
utiliza la primera cota para demostrar el resto. Por lo tanto solo vamos a probar
1. Tenemos que FS, es una instancia de descenso de subgradiente con tamano de
paso igual a €. Por lo tanto, podemos usar el teorema A,3 dentro del contexto de
resolver el problema MC 2.10 con FS,. Usando (2.2) obtenemos que f* = 0. Ademas,

podemos escribir la distancia entre los residuos como

||7—AO — r*”2 = ||fO - fL5||2 = Hy - (y - XﬁALS)H2 = ||XBLS||2 :

Teniendo en cuenta que el tamano del paso @ en este caso es igual a g,entonces, para
poder usar A,3 solo nos falta encontrar una cota superior G para las normas de los

subgradientes. Tenemos que

le“ll, =

Sgn((fk)TXjk)Xjk

= 1%l = 1.
2

Dado que las covariables tienen norma ¢ unitaria tenemos que G = 1 corresponde
al supremo de las normas de los subgradientes. Si suponemos que el algoritmo lleva

k iteraciones se sigue que

A0k 2 9 ~ 2
, TAill , N * |r "l  aG _ ”XIBLS“Q €
i P = i £ < S e S T ey T2 21

Usando (2.3) nos queda que

| [Xpuslly; e
< —= 4+ —
o 2ne(k+1) 2n

m ve (’) 2.12
min VL, (B (212

Notemos que la dltima desigualdad es sobre el conjunto de {,él} y se puede controlar

el numero de iteraciones y la tasa de aprendizaje €. Sin pérdida de generalidad
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asumamos que i corresponde al indice donde la norma VL,(:) alcanza su minimo.

Previamente en (2.7) habiamos calculado que

Apmin (XTX) (Ln(8) - L)
2np '

. 1 A
92, = S IV @), >

. NP .
Para terminar de probar 1 reemplazamos ||VL,1(ﬁ’)||c>o en (2.12) y reorganizamos:

Apmin (XTX) (Ln(ﬁi)—LZ) 3 ||X/§£S||§ L°

2np ~ one(k+1)  2n
N N 2

Ay (X7X) (LY - 1) [ AL
3 L

np = |onetk+ 1) " 2n

A 2 2
A X ]
e P [XBuslly

21 A pmin (XTX) | (k +1)

Como lo dijimos previamente, la prueba de los otros puntos es muy similar a la

prueba de 2.1.2 usando la cota del punto 1. O

Si lo comparamos con el teorema 2.1.2 vemos que la convergencia de FS, es su-

blineal a diferencia de la convergencia lineal de LS-Boost(g). Esto se debe a las

actualizaciones de los residuos en cada iteracién de los algoritmos:
e\T Ak
() Xaf = oa ()]
[0¢]
T

5 =€ |sk| donde sx =sgn ((fk) Xjk) .

LS-Boost(g) : ||rAkJr1 - fk”2 =&

FSe: |[fA+ —#%

En cada iteracion el algoritmo de FS, toma pasos de tamano & a menos que llegue
al éptimo, en cambio, LS-Boost(g) puede dar pasos muy grandes en las primeras

iteraciones y por lo tanto converge mucho mas rapido. Ademas, también existe una
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diferencia en la precisién de las soluciones. Cuando k — oo tenemos que LS-Boost(g)

alcanza una solucién global pero FS, converge con una precision de O(g).

2.2.1. Boosting y el problema de Minima Correlacién Re-

gularizado

Sea ¢ € (0, ] el parametro de regularizacion para el problema de minima correla-
cién 2.10 entonces podemos definir el problema de minima correlacién regularizado
(MCRy) como

. 1
MCRs:  f; :=min f5(r) := IX7r|, + %Hr - yl3 (2.13)

S.a. ¥ € Pres .

Lema 2.2.2. La funcion de pérdida de minimos cuadrados L,(-) tiene la siguiente

representacion como mdrimo:

1 1 1
Ly() = mix {—fT (—X) - lIF - ¥li3+ ywn%} . (2.14)

r€lres

Demostracion. Para empezar, encontremos el r € Pres tal que

7€Pres

1 1 1

. ~T ~ 2 2
- =X | 8- —|IF-yl2+— .
r arg}nax{ F (n )ﬁ 2nllr yll5 2n||Y||2}

Para esto, calculamos el gradiente de (2.14) con respecto a 7 y lo igualamos a cero.

Al remplazar 7 =y — X8 en (2.14) nos queda:

1 1 1 1 1 1
. ~T ~ 2 2 T 2 2
mix {—r (;X)ﬁ -5 IF =yl + §||y||2} -~ (y-Xp) (;X)ﬁ - 5 IXBI + -y I3

FEPres
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1 1 1
= — |y XB+IXBIl3 - SIXBI5 + 5 yl5 )

1
= —|ly - Xgll3.
5 1y — XBII3

Proposicién 2.2.2 (Equivalencia de dualidad entre Lasso y MCRy). El problema
de Lasso 2.4 y el problema de minima correlacion reqularizado MCRs 2.13 son

problemas duales modulo el factor §. Por consecuente, se cumple:

1. (Dualidad Débil) Si B es factible para el problema Lasso, y si 7 es factible para

el problema de minima correlacion reqularizado MCRg, entonces

o) 1
L.(B) + = f5(F) = —|lyll3.
n 2n

2. (Dualidad Fuerte) Se tiene que
0 1
L+ 2 = —|lyll2
0o nf5 2n”Y”2

3. (Condicion de optimalidad para Lasso) Si B es factible para el problema Lasso
yr=y—XB, entonces

rTXB
0

ws(B) = |[X 7| - > 0, (2.15)

0
La(B) = Ly < - 05(B).

Por lo tanto, st ws(B) = 0 entonces B is solucion dptima del problema de Lasso.

Demostracion. Para probar la proposicién en una primera instancia construyamos

el problema MCR; 2.13 usando la representacién de L,(-) presentada en (2.14):
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1 1 1
L,(B) = méx {7 [=X| 8= —|IF = yII2 + —Iyl3} .
®) max{ g ( )ﬁ 117 - 113+ 2n||y||2}

7€Pres

Si definimos Bs = {B € R” : ||B||1 < 6} entonces podemos escribir el problema de
Lasso como:
min max |- (21X B 1||F 13+ ! lyll3
x -7 [— - —||F = — .
BEBs FE€Pres n 2n Y2 2n il
Construimos el siguiente problema dual intercambiando los operadores de min y

max:

1 1 1
. . ~T ~ 2 2
- -X - — =Yl +=—Iy .
;?P?ﬁ BnelBII}S{ ' (” )ﬂ 2””r ”2 2”” ”2}

Si descartamos el término constante 2—1n Iy |2, el problema dual anterior es equivalente

7€Pres PBEBs

1 1
’ ’ ~T ~ 2
X ¥ = . 2.16
min max {r ( ),8} + 2n||r y||2 ( )

Ahora veamos que

A S SR I RO W T
%{r (;x) /3} -2 (jeg;afp} i x,|) = %,

Lo anterior se debe a que se esta maximizando sobre los 8 € Bs entonces méaximo se
alcanza cuando B toma el valor de +6 en la componente con mayor valor absoluto.
Después de multiplicar por § se sigue que (2.16) es equivalente a 2.13.

Ahora podemos probar el punto 1. Sean B factible para el problema Lasso y 7 factible
para el problema de minima correlacién regularizado MCRgy. Definimos r y S tales

que r =y — XB y 7 =y — XB. Entonces se sigue que

| S 1.
Lu(B) + ~fo(F) = oIy = XBII3 +~ (IIX Al + 55117 = y||2)
1 2 O IxTx Loz 2
= P+ 2 [XTF + 5 (1713 + Dy = 2. 7)
1 2 9 |1xTx L2 2 =
= - lIrl3+ = XA+ o= (173 + 93 — 27,7 + XB)
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1, 5 1 o - R 1,
= = l¥13+ o (113 = 2G5 ) + 17113 + = X7 7|, = = (7. %)

Lo, Lo o 8 (iry  PTXB
- +—|lr =72+ = [||X - 2.17
o I3+ -l = 713 n(ll = =5 (2.17)

Notemos que con la desigualdad de Holder tenemos que #/ XB < ||XT;7||oo 1Bl <
5||XTf||oo. Por lo tanto, los términos ||r — f||% y % ((‘SHXTf”Oo - fTXﬁ) siempre son
mayores o iguales a cero y se tiene la desigualdad deseada. El punto 2 se sigue
directamente del hecho que Lasso y MCRs son problemas de optimizaciéon con una
funcién objetivo convexa y cuadratica con restricciones de desigualdades lineales.

Para el punto 3, tomemos B factible para el problema de Lasso y al igual que para
1 la desigualdad de Holder nos dice que ws(B) = 0. Usamos el resultado de (2.17)

con 7 « r =y — Xf tenemos que:

LB + 215 = =112+ 2 - ws(8)
n 2n n

Usando también el punto 2 nos queda:

0 ) 0
Ly(B) + —f5(r) =L, s+ —f5 + = - ws(B).
n n n

La tltima desigualdad viene de la definicién de f; que implica que f < f5(r).

Con el fin de encontrar una solucién para el problema MCR 2.13 vamos a realizar
unos cambios al algoritmo de FS, de tal forma que la norma ell; del vector de
coeficientes no supere el pardmetro de regularizaciéon é. Con esto, obtenemos el

algoritmo de R — FS, s:
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Algoritmo 9 Algoritmo de R — FS, 5

Entrada: Fijar la taza de aprendizaje &€ > 0, el pardmetro de regularizacién 6 > &

y el nimero de iteraciones M.
Inicializar: Sea B° = 0.
Para k desde 1 hasta M hacer
Tomar j; € arg méx)(fk)TXj‘.
Hacer las siguientes actualizaciones:
k+1 k K" Lk
P e 7 —8[sgn((f ) Xjk)Xjk+5(f —y)] ,
g7 (1= ) oo () )
Jk 5) ik g ik |

~ E\ ~ . .
Bt — (1 - g)ﬁﬁ, para j # ji

fin Para

Al igual que en la seccion anterior, veremos que el algoritmo de R — FS; 5 se pue-
de ver como una instancia de descenso de subgradiente y cuales son las garantias

computacionales obtenidas.

Proposicién 2.2.3. El algoritmo de R — FS; 5 se puede ver como una instancia de
descenso de subgradiente para resolver el problema de minima correlacion requlari-
zado (2.13), inicializado en 0 =y con un paso constante de tamaiio ay = & para

cada iteracion k.

Demostracion. Tenemos que la actualizacion de los residuos en cada iteracién viene

dada por:
T 1
A kg [sgn ((fk) Xjk) X, + (7 - y)] .

Veamos que g¥ := sgn ((fk)TXjk) X + % (fk —y) es un subgradiente de f5(-) en

el punto #¥. Usando la prueba de 2.2.1 tenemos que sgn ((fk)T Xjk) X, es un sub-
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gradiente de f(r) := ||XTr|| en el punto #* y con j; € arg MAX je(1 ¢ ‘

Ahora, notemos que f5(r) = (r)+2—5 ||r—y||2. Se sigue por la propiedad de ad1t1v1dad

.....

de los subgradientes (y gradientes) que
T 1
g* = sgn ((fk) Xjk) X, += (7 -y).

es un subgradiente de f5(r) en el punto r = #X. Por lo tanto la actualizacién del

algoritmo es de la forma #¥*! =

,ck

7k — gk donde gk € af;5 (f ). Por ultimo, dado que
— gk = il = y - XML € Py entonces Tp,, (FK —egh) = 7k — egk. Lo que
muestra que la actualizacion del algoritmo de R — F'S; 5 es una instancia del método

de descenso de gradiente con paso de tamano &. O

Teorema 2.2.3. Consideremos el algoritmo de R —FS;s con tasa de aprendizaje
de & y pardmetro de reqularizacion & € (0,00) con 6 > €. Entonces el vector de
coeficientes B* es factible para el problema de Lasso 2.4 para todo k > 0 y existe

algun i € {0, ..., k} para el cual se cumplen las siguientes cotas:

1. (Error de entrenamiento): L, (ﬁ’) ;5 < % l”gj]?fl”f +2¢

2. (Predicciones) Para toda solucion ,é; de Lasso se cumple que

[XB1s]s
SJ e+ 1) + 4d¢;

3. (Norma €1 del vector de coeficientes) ||,8A’||1 <6 [1 - (1 - %)k] <65

4. (Esparcimiento de los coeficientes):

La cantidad de coeficientes diferentes de 0 es menor o igual a k.

Al igual que para LS-Boost(g) y FS; el algoritmo nos muestra garantias que se
tienen para R — FS;s con respecto a las soluciones 6ptimas de Lasso. Podemos ver

que cuado k — oo, el resultado de R — F'S, 5 aproxima la solucién de Lasso con una
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precision de O(g).
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2.3. Resultados

En esta seccién se mostraran los resultados obtenidos al probar los algoritmos de
regresién. Los comparamos con las soluciones éptimas de LS 2.1 y Lasso 2.4. Para
empezar, tomamos datos en dimension 10 y se tiene que hay 4 covariables que cargan

la mayor parte de la informacién sobre el valor de cada dato.

LS epsilon=0.3

I B
=
50 =

=100 +

Morma

coef-1
ooef-2
coef-3
ocoef-4
coef-5
ocoef-G
ooef-7
ocoef-8
coef-9
ocoef-10

=150 4

-200 +

14
T
3
9
25

lteracian

Figura 2.1: Norma y valores del vector de coeficientes en diferentes iteraciones de LS-
Boost(0.3), la dltima barra representa el valor éptimo de los coeficientes de minimos
cuadrados.
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FS epsilon=1

) I
50 . I I
L]
E
2
=100
]
I
Il
. 3
150 4
. 5
. g
7
8
200 9
T T T T T T T T T
- 2 8 5 & 5 8 8 B

i . x
lkeracian

Figura 2.2: Norma y valores del vector de coeficientes en diferentes iteraciones de
FS1, la dltima barra representa el valor éptimo de los coeficientes de minimos cua-
drados.

En 2.1 y 2.2 podemos ver las diferencias de los algoritmos de LS-Boost(g) y FS, en
términos de su velocidad de convergencia. El algoritmo de LS-Boost(0.3) tiene un
tamano de paso menor, solo se corren 50 iteraciones y se acerca bastante a la solucién
optima. En cambio, para F'S; se corren 225 iteraciones y tiene un rendimiento mucho

menor. Esto es acorde con lo que se probd en la seccion anterior.
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RFS epsilon=1, delta=200, iters=300
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01— o
— 1
e
D9 — 3
— 4
— 5
04 — .8 >
T
8
-20 9
-40
60 | »
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Figura 2.3: Valores de los vector de coeficientes en tres corridas de RF'S; para ¢ = 200
y 250,500 y 1000 iteraciones respectivamente. Los puntos representan los valores

optimos de los coeficientes de Lasso para ¢ = 200.
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FS epsilon=1

: 5
AENUNRE
wmwmmthAcg
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—40
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25 50 i) 100 125 150 175

=
=
=]

Figura 2.4: Valores del vector de coeficientes de F'S1 a lo largo de las 200 iteraciones,
los puntos rojos representan los valores éptimo de los coeficientes de Lasso.

Lasso path delta=1000
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40
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\
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Figura 2.5: Valores del vector de coeficientes de Lasso para diferentes valores de ¢.
Este se conoce como el Lasso path.
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La idea de 2.3 y 2.4 es comparar la regulacién implicita del algoritmo FS, y la
regularizacion dada por el parametro 6 = 200 en Lasso y R — FS, 5. Con los valores
de £ =1 y el méximo de iteraciones igual a 200, tenemos que la norma del vector de
coeficientes de F'S1 es menor o igual a 200. Sin embargo, si aumentamos el nimero
de iteraciones, el resultado de FS; dejaria de ser factible para el problema de Lasso.
Por otro lado, vemos que el algoritmo de R — FS; 999 siempre tiene una norma &1
menor que §.

Una de las principales ventajas de estos algoritmos es que alcanzan las soluciones
oOptimas con muy buena precision y el tiempo computacional aumenta de forma
moderada respecto a la cantidad y dimensién de los datos. En cambio, para encontrar
las soluciones exactas hay que invertir una matriz y esto puede llevar a problemas
computacionales. Por esto, se hicieron pruebas para datos en dimensién 100 y se

obtuvieron los siguientes resultados:

LS epsilon=0.01

-15 4

20

25

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 2.6: Valores del vector de coeficientes de LS-Boost para € = 0,01 a lo largo
de 100 iteraciones.
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LS epsilon=0.1

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 2.7: Valores del vector de coeficientes de LS-Boost para € = 0,1 a lo largo de
100 iteraciones.
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Figura 2.8: Valores del vector de coeficientes de LS-Boost para € = 1 a lo largo de
100 iteraciones.
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FS epsilon=1
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Figura 2.9:
iteraciones.
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Figura 2.10: Valores del vector de coeficientes de Lasso para diferentes valores de ¢.
Este se conoce como el Lasso path.
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RFS epsilon=1, delta=200, iters=300
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Figura 2.11: Valores de los vector de coeficientes en tres corridas de RFS; para
6 = 200 y 250,500 y 1000 iteraciones respectivamente. Los puntos representan los
valores éptimos de los coeficientes de Lasso para ¢ = 200.
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Apéndice A

Contenido adicional

A.1. Definiciones, teoremas y métodos

En este apéndice se anaden algunas definiciones y teoremas que se utilizaron en el
presente trabajo y pueden permitir un mejor entendimiento de este. Las definiciones

y teoremas expuestos tienen como referencia principal [BV04]
Definicién A.1.1. Definimos un problema de optimizacion cuadrdtico (QP) como
* / 1 T T o
h* :=min h(x) := =x"Qx+q" x+q°,
xeR™ 2
donde Q es una matriz simétrica semidefinida positiva y por lo tanto h(-) es una
funcion convezxa.

Teorema A.1.2. Supongamos que tenemos un problema de optimizacion cuadrdtico
(QP) tal que Q # 0. Denotamos Apmin (Q) como el valor propio positivo mds pequeno

de Q. Se cumple que si h* > —oo, entonces para todo x existe una solucion x* de

(QP) para la cual:
" 2 (h(x) — h*)
b=l <\ = )
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Ademds, se tiene que

||Vh(x)||2 > \/ﬁpmin(Q) Z(h(x) - h*)

Para las siguientes definiciones y teoremas, consideramos el siguiente problema de
optimizacién:

f* = min £(x) (A1)

s.a. x € X c R,
donde X es cerrado y convexo y f : X — R es una funciéon convexa.

Consideremos que f(-) es una funcién diferenciable, entonces f(-) satisface la si-

guiente desigualdad para todo x,y € X

f) = fx)+ V) (y—x).

Un método intuitivo para resolver (A.1) es el método de descenso de gradiente:
Dado un punto inicial x° € X. Si x¥ es la iteracién actual, se define la siguiente

actualizacién:

T Ty (xk - aka(xk)) :

Tenemos que a; > 0 representa el tamano del paso en la iteracién k y Ilx(-) es el
operador de proyeccién sobre X que nos permite mantener la solucion dentro del

dominio de f(-). Ahora veamos que pasa si la funciéon f(-) no es diferenciable.

Definicién A.1.3 (Subgradiente). Se dice que g es un subgradiente de una funcion

f en el punto x € X si se cumple la siguiente desigualdad:

fO) = fx)+g"(y—x) para todoy € X,
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esto generaliza el concepto de gradiente para cualquier funcion f(-).

Definicién A.1.4 (Subdiferencial). Definimos el subdiferencial de f(-) en x como

el conjunto de todos los subgradientes de f(-) en x y lo denotamos como df(x).

Cabe notar que si f(-) es una funcién convexa entonces para cada x € X tiene
por lo menos un subgradiente. Con esto, podemos explicar el método de descenso
de subgradiente. El método de subgradiente es una generalizacion del método de
descenso de gradiente para cuando la funcién f(-) no es diferenciable. Para este, en
cada iteracién calculamos algin subgradiente g& € df(x*) y la actualizacién viene
dada por:

PRI § 9 (xk - ozkgk) . (A.2)

Teorema A.1.5. Consideremos el método de descenso de subgradiente usando un
tamano de paso a; = a constante para todo i. Sea x* una solucidn dptima de (A.1)
y supongamos que los gradientes son uniformemente acotados,es decir, ||(g7"||2 <G

para todo i > 0. Entonces para todo k > 0, se cumple la siguiente desigualdad:

(A.3)

Un método similar a los anteriores para funciones dos veces diferenciables es el
método de Newton. Consideremos la aproximacién de segundo orden f de la funcion

convexa f en el punto x
f(x +v) = f(x)+ Vf(x)Tv + %VTV2f()C)V.

Esta es una funcién cuadratica convexa de v que se minimiza en v = =V2 f(x) "'V f(x).
Se tiene entonces un método muy similar al descenso de gradiente pero, en este caso,

la actualizacién viene dada por

A V2 () TV ().
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